Chương IV. GIỚI HẠN 
A. GIÓI HẠN CỦA DÃY số 
§1. DÃY CÓ GIỚI HẠN 0 


ỉ. Định nghĩa dãy sô' giới hạn 0 

Định nghĩa: 

Ta nót rằng dãy số (u„) có giới hạn là 0 (hay có giới hạn 0) nếu mọi số hạng của 
dãy đều có giá trị tuyệt dối nhỏ hơn một số dương nhỏ tuỳ ỷ chữ trước kể từ một số 
hạng nào đó trồ đi. 

Khi dó ta viết lim (u„) = 0, viết tắt là lim(u„) = 0 hoặc limu,, ss 0 hoặc 

Nhận xét: Dãy số (u„) có giới hạn 0 khi và chỉ khi dãy sổ (lu n l) có giới hạn 0 

2. Một sổ dây số có giới hạn 0 thường gặp 

Sử dụng định nghĩa, ngưòi ta chứng minh dược rằng 

a. lim— = 0; lim= 0; lim —pr = 0 ; 
n Vn ựn 


Nói rộng hơn lim —1= ss 0 (k là sô' nguyên dương cho trước); 

Vn 

b Dây khổng đổi (u n ), với u„ = 0 có giói hạn 0.; 
c. Nếu Iql < 1 thì limq'* = 0. 

Các bạn dược sử dụng kết quả này khỉ làm bài mà khổng phải chứng minh. 



Lỉri gỉảỉ 


Ta có: 

sỉn(2n + 3) 

1 

- 


n 

và lim 

'p 


5 n 

5" 

.5, 




= 0. Theo dinh lý trên ta có đpcm. 
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§2. DÃY CÓ GIỚI HẠN 

1. Đĩnh nghía dãy số giớỉ hạn 

Xét dãy số (u„) với u„ = 9 + —o u„-9= —r. 

vn V n 

Ta có: lim(u,,- 9) = lim-— = 0 

Vn 

Ta nối rằng dãy số đã cho có giới hạn là 9. 

Một cách tổng quát, ta có: 

Định nghĩa: Ta nói rằng dây số (u„) có giới hạn Ịà số thực L nếu lỉm(u n - L) - 0 
Khi đó ta viốt lim (u„) = L, viết tắt là lim(u„) = L hoăc lirnu,, = L hoặc u„—► L. 


Thí dụ 3. Chứng minh: 

a. lim-—4— = 3; 

2 " 


, sinĩtn + 

b. lim-77=- =4 

lỉn 


c. lim(u„) = c với U N — c (c là hằng số). 


LỜI giải 

. ^^ t: „Í3.2 n +(-l) n ,1' ( lỴ _ _ _.. 3.2* “■(0 B 

a. Ta có lim ---3 =ìim - 7 - =0olim-—- 

2" J V 2) 2" 

, _ ,fsinitn + 4Vn .ì sihĩin 

b. Tacólim- ■—= -4 = lim ị\L . 

K vn J Vn 

Ta có -77=- < -pr và lim 77 = = 0 => lim -7 7 =- = 0 

Vĩĩ Vn Vn ụiì 

( sinn;rfc + 4ỰĨ1 .ì „ . t . sỉnim + 4^n . .. 

<=> lim -—-4 = 0 o lim-- 77 =- =4(đpcm) 

^ Vn ) vn 

c. Ta có lim(u„- c) - íin(c - c) - limO = 0 o lim(u„) = c (đpcm). 

2. Một số định lý 

£Hnh tý i: Giả sử lim u„ = L. Khi dó 

a. limluj =s ILI và lim = ịỊh . 

b. Nếu u„^ 0 với mọi n thì L ầ 0 và lim ^07 = Jh . 

Định tý 2: Giả sử tim u n s= L, lim v, ( s M và c là hằng số. Khi đó 

a. các dãy số (u„ + v n ), (u„-v )( ), (u,..v„), (c.u 1t ) có giới hạn và 

• Iimíu,, + v„) = L + M 

• lim(u„- v„) = L - M 

• lim(u„.v n ) s= L.M 

• lỉm(c.u„) - C.L. 

b. NẾU M^O thì dãy số “1 có giới hạn và lim — =77 

^ V J l v J M 


= 0 
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Định tý 3: (Định lý kẹp về giới hạn) 

Cho ba dãy số (v„), (u„), (w„) và số thực L. 

. , [v < u < w 

Nếu với mọi n ta có ị 1 n thì (u n ) có giới hạn và limu,, = L. 


lim V () = lim w a = L 


Định lý 4: (Vai-ơ-xtơ-rat-xơ) 

a. Dãy số tăng và bị chặn trên thì có giới hạn. 

b. Dãy sô giảm và bị chăn dưói thì có giới hạn. 

3. Kết quả đáng nhớ 


a. lỉm 1 I + — 1 =e. (e«2,718281828459.. .) 


b. Tổng của cấp số nhân lùi vổ hạn (Iql < 1) là: s = U| + u,q + Uịq 2 T ,., = 


4. Các thí dụ 



. c 1 

Thí dụ 1. Vói k là số nguyên đương và c là hằng số, ta có: lim - 7 - = clim — 7 - = 0 

n n 


™ /9 sin(l + 3n) 3.9 sin(l + 3n) 

• V 4 n 2 • 2 4 n 2 

f 9 sin(l + 2n)^ 9 

u n 2 J 4 


Thí dụ 3. Tim các giới hạn sau đây: 


a. lim 


2n 3 + n 2 -7 


b. lim 


13n 2 -3n + 2 


a, 1IIII-—r *— z— -- , u, lim —-—“1 -— * 

9n 3 -3n 2 + n +1 n 5 +4n 2 +l 


Lời giải 

(Chia cho hiỹ thừa hộc cao nhất của n trong mẫu thức cùa phơn thức) 
a. Chia tử thức và mẫu thức cho n 3 ta có: 


2n 3 +n 2 -7 
9n 3 ~3n 2 + n +1 


= lỉm- 


ri n 


rí _ 2 + 0“0 _ 2 

TTlTT = 9-0 + 0 + 0 = 9 


9 -„ + ử + 5 

n n 2 n' 


b. Chia từ thức và mẵu thức cho n s ta có: 

' ^: 3 rN ' ^~rT = ^^=0. 

n s +4n : +l , 4 1__ 1 + 0 + 1 

n n 


Thí dụ 4. Tim lim n + ^ 

V n 
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Ta có: 

rn+ỊV'^ f 
n ý V. n, 


Lòi gỉải 


\ 3n+2 / - \3n + 2 

= 1+Ị1 


1 + - 


lìY.' ìY" 


1+ 


V n J V n } 


(,21^ 
= 1+_+-y 
^ n n 2 / 


{ . 


\ n 




1 + 1 

. n; 


V 


„ (, 2 1 
♦ lim 1+- + -^ 

V n n . 




= 1 +0 + 0 = 1 , 


(' 


• lim 


ui 

n 


t n \ 


= lim 


1 + - 


lYY. 1 


l + - 
V ny 


V 


1 


]+- 

V n 


= e.e.e = e 


.( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Từ (1), (2), (3) suy ra lìm 1 


n + ì'] 


3n+2 


= l.e J = e\ 


V n ; 


Thí dụ 5. Tính tổng s = 1 + ^ + 


Lèl giảỉ 

Rõ ràng s là tổng cua cấp số nhân lùi vố hạn với Uj = 1 , q = 1 nên áp dụng 

cỏng thức s = ta có s = - ^ - = I 
* 1—q 1-0,5 

Bạn biết thém : Một cách minh hoạ hình học tổng trên. 

Xet tam giác ABC có diên tích bằng I. 

Gọi A|,Aị, Aị,., theo thứ tự là trung diểm AC, A|C, A 2 C,... và B|, theo 

thứ tự là trúng điểm BC, B|C, ỈLC,... ta có: 


- Diện tích tam giác ABBị bằng 1 

2 

- Diện tích tam giác AB|Aj bằng Y- 

- Diện tích tam giác AịĐ^ bằng -1- 

2 3 

- Diện tích tam giác A^Aị bằng 'Ỳ 

2 

- Diện tích tam giác A 2 B ; Bị bằng 

2 

Tiếp diẻn quá trình trẻn mãi mãi ta có 
11 1 


2 + 2 2 + 2 31 


+ . . . = 1 



Thí dụ 6. Đổi mồi số thập phân vô hạn tuần hoàn sau thành phân số: 
a.0,33333.... ‘ ' b. 7,28282828.... 
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Lời giải 

a. Viết lại 0,3333... = Ậ + -Ặ- + -ịr + -|r + •■• 

10 10 2 10 3 I0 4 

3 I 

=> 0,3333... là tổng của cấp số nhân lùi vồ*hạn với u. = — , q = —- nên 

a F “ 10 M 10 


0,3333... = 


1 

10 


b. Viết lại 7,28282828... = 7 + 0,28282828... 

Ta có: 0,28282828 = + ... 

100 ÍOO 2 100 ? 100 4 

28 1 

0,28282828... là tổng của cấp số nhốn lùi vô hạn với U| = q = 

100 100 


nên 0,28282828... = 


28 

- 100 _ 28 
, 1 99 



18 7)1 771 

. Từ đó suy ra 7 + 0,28282828... = 7+ 44 = 4Ér hay 7,28282828... =: 4ếr- 
_ 99 99 _ 99 

1 Thí dụ 7. Gọi c là đường tròn đưòng kính AB = 2a (ãià sốĨhực dương chotrướcT 1 

^ .AB 

c, là đường gổm hai nửa đường tròn đường kính , 

2 

AB 

c 2 là đường gồm bốn nửa đường tròn đường kính —:r * * ■ * 

V AB 

c„ là đường gồm 2" nửa đường tròn đưcmg kính ——,... 

Gọi p„ là độ dài của Q và S lt diện tích hình phẳng giới hạn bởi c„ và đoạn thẳng AB 
â. Tính p t , và c„. 

b. Tìm giới hạn cua các dãy số (p„) và (S„). 


Lời giáỉ 

a. Mỗi đường tròn dường kính có bán kính là r„ = = —rrr - —- suy ra 

p 0 0 « '-Ì n + 1 ^n + l J 



• Nửa chu vi của nó là ítr„ hay —* => p n = —— = 7ta 

2 2 

Diện tích của nó là nrị hay => - 2" JtỊ™j = 


2" .na_ 

pn “ . , = *a 

* yn 


Thấy rằng (p„) là dãy số không đổi và limp,, = limna = na 
(bằng nửa độ dài đưòng tròn đường kính AB). 
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• Thấy rằng (S u ) là cấp sồ nhân lùi vô hạn có S| = , công bội ià q =í — 

Bởi vậy, theo định nghĩa tổng của cấp số nhân lùi vô hạn ta có: 

Tta' 

lim S t) = --- -- = —- ĩta\ (bằng diện tích đường tròn đường kính AB). 
l-q J ỉ 

2 

Thí dụ H. Cho Iq! < l, IQI < l. Biết ràng: 
a = 1 + q + q* + ,.. + q" 1 + ... 
b = 1 + Q + Q : + ... +Q" _I + ... 

Tính tổng s= 1 + qQ + q'Q" + ... + q”Q” + ... 

tíTgĩai 

Thây rằng: 

• a là tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn với u, = t và có công bội là q 

• b là tổng của một cấp số nhân lùi vổ hạn vói u, = 1 và có công bội là Q 

• s là tống của một cấp số nhân lùi vô hạn với U; = 1 và có công bối là qQ 
Theo còng thức tổng cùa một cáp số nhân lùi vô hạn ta có 

+ a - => q = I - 7 (1) 

l - q a 

+ b = —=>Q= 1-Ị (2) 

1 -Q b 


+ 


s = 


1 

1-qQ 


(3) 


Thay (1), (2) vào (3) có: s = 



ab 

ab“(a~l)(b“l) 


ab 

a + b“l 


§3. DÃY DẦN TỚI VÔ CỰC 

1. Các định nghĩa 

Định nghĩa Ị: Ta nói ràng dãy số (u n ) có giới hạn là + co nếu mọi số hạng của 
dãy sô' đều lớn hơn một $6 dương lớn tuỳ ỷ cho trước kể từ một sổ hạng nào đó trò 
đi. Khi đó ta viết: 

ỉim(u n ) s= + 00 , viết tắt là lim(u„) = + 00 

n-n-oo 

hoặc limu,, = + co hoặc u„ + m - 

Định nghĩa 2: Ta nói rằng dãy số (u tì ) có giới hạn là -00 nếu mọi số hạng cùa 
dãy sô' đểu nhỏ hơn một số âm bé tuỳ ý cho trước kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Khi đó ta viết: 

limtu,,) - - 00 , viết tắt là ĩim(u„) = -00 
hoặc iimu l( = —00 hoặc u„ -► -co. 
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Thí (lu I. 


• 1 iinn — + '/'■; lim VII - lún Vu - 4 »:lim2 r '-- 

• lim( I - 2«) = lim ụ~- 11 = - ỉ.-: lim.?" ì ‘ . 

Chú y: 

+ Các day số cổ giới hạn ià + co và -00 dược gọi chung là các dãy sớ có giới hạn 
vô cực hay dẩn đến vô cực. 

+ Dãy số có giới hạn là số thực L được gọi là dãy số có giới hạn hữu hạn. 

2. Vài quy tác tìm gỉớỉ hạn vô cực 

Vì + 00 và —oo không phải là các sô thực nên không áp dụng được các định lý 
trong §2, 

Ta thừa nhận các quy tắc sau: 


Quy tác ỉ 

limu,, 

lirnv,, 

lim(u„v n ) 

Nếu limu,, = ±00 và limv,, = +00 thì 
Um(u n v n ) được cho trong bảng bên: 

+00 

+00 

-00 

-00 

+CO 

+00 

-00 

+00 

“00 

“00 

+00 

Quy tắc 2 

limu lt 

Dấu của L 

lim(u li v, 1 ) 


+O0 

+ 

+oo 

Nếu limu„ = ±00 và ỉimv,, =s L Ỷ 0 thì 

+00 

— 

-oo 

lim(u ll v IT ) được cho trong bảng bén: 

-0C 

+ 

-00 


—00 

— 

+00 

_____ 1 . 

Ouv tác 3 

Dấu của L 

Dấu của v„ 

lim(u 11 v 11 ) 

Nếu Hmu„ = L # 0, limv n = 0 và , 

+ ! 

+ 

1 

+00 

u 

+ 


-00 

v„ Ỷ 0 thì lim — dươc cho trong 

— 

+ 

-00 

v n 

bảng bên: 

- 

- 

+00 


Chú ý: • Nếu lim v n = 0 và \ n ýO thì lim = + co. 

* V J 


• Nếu limịu„l = + 00 thì lim- * ; = 0. 

Iu n 1 


Thí dụ 2. Tính các giới hạn sau: 



3+n 2 

. 2n 3 - n + 3 


a* lìm ———; 

b* lim*—-—-- 


1 -2n 

5n 2 +3n + l 



Lời giải 

Chia cả tử thức và mău thức cho luỹ thừa bậc cao nhất cùa n trong mỗi phẳn 
thức ta có: 


a. lim 


3 + n* 
1 -2n 


3 . _ 

- + n 


lim-3- 

1-2 


n 



(3 ^ 

ÍÌ-2Ì 

= -co (vì lim 

— + n - + 00 , lim 

1 

) 

) 


- - 2 ) 
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+ 00 


2n - — + — 

b.lim ; n , 3 ~ n + 3 : = lim n " = 

5n' + 4n ~ 1 5+-~-- 

n n 2 

(vì lim 1 2n - — + -4r 1=0, lim 5 + — —— 1 — 5). 

^ n n 2 ) n n 2 ) 

B 2 

. 13-2n 2 +3n 3 fĩ „ n 3 n + _ 0-0 + 3 _ 3 

1 - 7n 3 _L _7 0-7 7 

n 

Nhận xét: Bằng cách chia lử và mău cho lũy thừa bậc cao nhất cùa n trong mâu 
thức như cách làm trong thí dụ trẽn ta thu được kết quả sau: 



a = oc 


Thí dụ 3. Tính các giói hạn sau: 
a. lim(\/n + 1 - yfn ); 


b. lim 


Lời gỉải 


n “ Vn 2 + 1 n + Vn 2 + 1 


a. Ta có lim (Vn +1 - Vn) e lỉm - — -= - 0 (vì lim (Vn + 1 + yín 

V n +1 + V n 

Klhní—J_ -■ ].| iW7 —— —— 

^n-vn 2 +1 n + vn' + lj ín-vn 2 + ljín + , vn 2 '*-ĩỊ 

.. 2ì/n 2 + 1 „ / 2 . 


= + co) 


= lim 


= lim -1 = lim [-2Vn 2 fl 


Thí dụ 4, Tim lim 


l 2 +2 3 +3 2 + ... + n 2 
2n.J 1 + 3 + 5 +... + (2n — 1) 


Lời giải 

I 2 +'2 2 + 3 2 + ... + n‘ n(n + l)(2n + 1) 

2n.-y 1 + 3 + 5 +... + (2n — 1) 6.2n.vn 2 

nfi + 1 Ỵ2 + I ì 

-lim -lim V-ẢaL! = + 00 . 
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LỜI giãi 

Theo Thí dụ 5§1 chương I :(1 + a) n > 1 + na+ ^y-^a 2 , 

Với a = 2 có: (1 + 2)" > I + 2n + 2n{n - I) hay 3" > 1 + 2n 2 suy r 1 

( I \ 2 ,23 

2.3"- n + 5 > 2(1 + 2n z ) -n + 5 = 4n : -n + 7=n-~ + 3n 2 + > 1 VneN* 

l 2) 4 

Suy ra 0 < =■ = ==== < . ĩ * =. (I) 

y2.3 n - n + 5 V4n 2 -n+7 

Lại có lim ■,—- ẩ .- - - = 0. (2) 

v4n 2 - n + 7 

Từ (1), (2) suy ra lim- p-L . = 0 => lim ^23°- n+5 = + 00 . 

__ V2.3 n - n + 5 _ 

Thí dụ 6. Tổng của một cấp số nhân lùi vổ hạn bằng 6 và tổng của haỉ số hạng 

9 

đầu bằng . Tim số hạng đầu và công bội của cấp số nhân ấy. 

__ 

Gọi U|, q theo thứ tự là sô' hạng đầu và công bội của cấp sổ nhân dã cho. 

Tổng cùa cấp số nhân bằng 6 nghĩa là s = — ^ — =6 => u I = 6( 1 — q) (1) 

1-q 

s 9 9 9 

Tổng hai sổ hạng đầu bằng -- nghĩa là Uj + u,q s= -- <=> U|(l + q) = (2) 

2 4 4 

Thay (1) vào (2) có 6(1 - q)(l + q) = ^ o 1 - q 2 = ị 

2 4 

_ , , 3 1_1 

oq =l-- = -oq = ±- 7 . 

4 4 2 

Thay vào (1): * Với q có U| =6(1 - = 3 

2 *2r 

* Với q = -ị có u, = 6(1 + ị ) = 9 
2 2 

Vậy ta có hai cặp số hạng đầu và công bôi của cấp số nhân thoẳ mãn yêu cẩu bài 
toán là: (u, = 3; q = (Uj = 9; q = "). 

k=i 

Thí dụ 7. Cho dãy số (u„): < u n „ (1) 

u n+ , =y-3,khin£2 

a. Chứng minh dãy (v n ) xác định bởi v„ = u„ + 6 là một cấp số nhân. 

b. Tìm lim u„. __ 









Lời giải 


a. Ta có v n = u„ + 6 <=> u„ = v n - 6 


( 2 ) 


Thay (2) vào (1) có v„ + 1 - 6 = ã - 3 o v„ + :=> (v n ) là cấp số nhân 


với cống bôi q = •— và Vị =1 + 6 = 7. 


I 


Bởi thế (v„) có SỐ hạng tổng quát là v rl = 7. . 

2 n " 

7 

Thay vào (2) ta có u„ = ——— 6. Đó là số hạng tổng quát cùa dãy số (u„). 

2 


b. lim u„ = lim ——- - 6 

^n-l 


= 0 - 6 = -6. Vậy lim u n = -6. 


BÀI TẬP 

Bàỉ 1. Tim các giới hạn sau 

,. 1 + n—2n 2 , t . l+4n 13n 2 +8n-1 

a. lĩm-———-b. lim--- ■ ■■ - , c. lim ■ ———. 

2-n + n 2 1 + n -5n* 4n+n + 3 

Bài 2. Tim các giới hạn sau : 

a. lim ^ ' , b. lim(+ sin 2 (n + 1) - ýn -cos 2 (n + 1)) 

1 + n 5 

Bài 3. Tim các giới hạn sau : 

a. lim í ì * b. lim 2 , c. Um V3.4 n - n + 1. 

Vn + lJ 3”+2’ 1 


Bài 4. Cho dảy số (u„): 


U| = 3 

U fl + I =y + 4,khin>2 


a. Gọi (v„) là dãy xác định bởi v„ = u (l + a. Tim a để (v„) là một cấp số nhân. 

b. Tìm lim u„ 

Bài 5. Biểu thị mỗi sổ' thập phản vô hạn tuần hoàn sau dưới dạng phan số 
a. 2 , 22222 '...; ‘b. 5,123123123... 

Bài 6. Cho hình vuông AĐCD có cạnh bằng a. Hình vuông A l B)C,D l có đỉnh là 
trung điểm các cạnh của hình vuông ABCD, hình vuồng A 2 B 2 C 2 D 2 có đỉnh là trung 
điểm các cạnh của hình vuông AịĐiQD),..., hình vuông A^BnQ.D,, có đỉnh là trung 

điểm các cạnh của hình vuông A (l _ l B tt - ) C n -,D 11 _.Gọi Pi, p 2v .. p„.,.và S|, S 2 . 

S n ,... theo thứ tự là chư vi và diện tích các hình vuông A|BjC ) D l , AịBịCịDị,..., 

An-iB^ịCn-iD,,-,. 

a. Tìm giỏi hạn các dãy số (p n ) và (S„). 

b. Tim các tổng Pi + p 2 + ...+ p„ + ... và S( + Sj + ,... + s„ +.. . 


Bài 7. Cho ae(0; —). Tính tổng 1 - tan*a + tan 4 a + ...+(-1V" ' 'tan* " ■ 'a + ... 
4 


Y<«'11-IL 
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Bài 8. Cho Iqlcl. Tính các tổng sau: 

a. 1 + 2q + 3q 2 + ... + nq' 1-1 + ... 

b. I + 4q + 9q 2 + ... + n 2 q ,l_l + ... 

c. 1 + 8q + 27q 2 + ... + n* l q" 1 + •“ 

B. GIỚI HẠN CỦA HÀM số. HÀM số LIÊN 1ỤC 
§4. KIẾN THÚC CO BẲN 


I. Các định nghĩa 

a. Giới hạn tại một điểm 

Giả sử x 0 là một điểm thuộc khoảng (a; b), f(x) là một hàm số xác định trên 
khoảng (a; cổ thể không xác định tại x 0 . 

Định nghĩa ì (giới hạn hữu hạn) 

Ta nói rằng hàm số f có giới hạn là số thực L khi X dần đến x 0 (hoặc tại điểm 
x 0 ) nếu với mọi dây sô (x„) trong tập hợp (a; b)\ỊxoKtức là x„e(a; b) và x„^ x 0 ) mà 
limx tl = x 0 tadều có limf(x„) = L. 

Khi đổ ta viết: lim f(x)= L hoặc f(x)-»L khi X”*X 0 . 

(Theo định nghĩa đó: 

• Nếu f(x) = c (hằng SỐ) thì lim f(x) = limc = c. 

• Nếu f(x) = X thì lim f(x) = lim X = x o 0 

Định nghĩa 2 (giới hạn vồ cực) 

Ta nói rằng hàm sô' f có giới hạn ỉà vồ cực khỉ X dần đến x 0 (hoặc tại đĩểm x 0 ) 
nếu với mọi dãy số (x„) trong tập hợp (a; b)\{ x 0 Ị(tức là x„e(a; b) và x„ 4- Xo) mà 
limx n = x 0 ta đều có limf(x„) = co. 

Khi đó ta viết lim f(x)= 00 hoặc f(x)-»oo khi x-»x 0 . 

b. Giới hạn tại vô cực 

Định nghĩa 3 (tại vô cực) 

• Giả sử hàm số f(x) xác định trên khoảng (a; + 00 ) 

Ta nói rằng hàm sô' f cò giới hạn là số thực L khi X dần đến + 00 nếu với mọi 
dãy số (x„) trong khoảng (a; +oo) (tức là x„ > a với mọi n) mà limx,, = +00 ta đều có 
limf(x„) - L. 

Khi đó ta viết: lỉm f(x) = L hoặc f(x)-»L khi x-v + co. 

Jf -++00 

• lim f(x) = L, lim f(x) = + 00 , lim f(x) = -oọ được định nghĩa tương tự. 

c. Giới hạn mật bên 

Định nghĩa 4 (giới hạn phải) 

Giả sừ f(x) là một hàm số xác định trên khoảng (x 0 ; b) (x 0 € E). 

Ta nói rằng hàm số f có giới hạn phải là số thực L khi X dần đến Xo (hoặc tai điếm 
Xo) nếu với mọi dãy số (x„) trong khoảng (Xoi b) mà limx n “ Xo ta đều có lintótXn) - L. 
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Khi đó ta viết: lim f(x) s= L hoặc f(x)—»L khi X-+X ộ * 

Định nghĩa 5 (giới hạn trái) 

Giả sử f(x) là một hàm số xác định trên khoảng (a; x 0 ) (x 0 €R). 

Ta nói rằng hàm số f có giới hạn trái là sò thực L khi X dần đến x 0 (hoặc tại điểm 
Xo) nếu với mọi dây số (x„) trong khoảng (a; Xo) mà limx n = x 0 ta dều có limf(x l( ) = L. 

Khi dó ta viết lim f(x) = L hoặc f(x)->L khi x-»x ộ. 

Nhận xét: Hàm số f có lim f(x) = L khỉ và chỉ khi nó cổ lỉm f(x) = lim f(x)^= L 

Điểu nói trốn đúng cả giói hạn vô cực. ’ 

II. Định lý và quy tắc 
1. Giới hạn hữu hạn 

Định lý lĩ Giả sử lim f(x) = L và lim g(x) =í M (L, MeR). Khi đó 

SH► Xu 

a. lim [f(x) + g(x)] = L + M; 

b. lim [f(x)-g(x)Ị =L-M; 

*■"**!! 

c. lim [f(x)g(x)l ss LM. Đăc biệt, nếu c là hằng số thì lim [c./(jr)l = C.L. 

x-*xo J ’ x-K*o J 

d. NếuM?tOthì lim 

X 1 **# g(x) M 

(Giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm sô' tại một điểm bằng tổng, 
hiệu, tích, thương các giới hạn của chúng tại điểm đó-(trong trường hợp thương, 
giới hạn cuả mău phải khác không)). 

Nhộn xét: Nếu k là sô' nguyên dương và a là hằng sô' thì vói mọi x 0 eR, ta có: 
lim ax k = ax $ 

x-»-Xn 

Định lý 2: Giả sừ lim f(x) = L. Khi đó 

a. lim !f(x)l = iLI; 

*-**<» 

b. lim $f(x) = VE; 

c. Nếu f(x) £ 0 với mọi X Ỷ Xo thì L > 0 và lim >/f(x) = VE 

Định lý 3: (kẹp) Giả sử f, h và g là ba hàm số xác định trén khoảng (a; b) chứa 
điểm X Q (có thể khổng xác định tại x 0 ). 

Nếu f(x) < h(x) <, g(x) với mọi xe(a; b)\{Xoi và lim f(x) = lim g(x) = L ( LeR) 

X X 

thì lim h(x) = L. 

*-**0 

Chú ý: 

Ba định lý vừa nêu trên đây đúng cả khi thay X^-Xo bời x-> + 00 hoặc - 00 . 

Ba định lý vừa nẻu trên đây khổng áp dụng được cho giới hạn vổ cực. 
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Định lý 4: lim - sinx = 1 . 

*-*õ X 

2 , Giới hạn vô cực 

Khi gặp giói hạn vô cục, bạn có thể áp dụng các quy tắc sau : 


Ouv lăc 1 

Nếu lim f(x) ss ±00 và lìm g(x) = L 1 0 

x-hx 0 X-*X(, 


thì lim [f(x)g(x)] được cho trong bàng bẽn: 


Ouv tấc 2 

Nếu lim f(x) = L# 0 , lim g(x) = 0 vàg(x )ệ 0 +00 

X-*Xy 

+ 00 

ffx) 

thì lim ; được cho trong bảng bên: “°° 

g(x) * -00 


Chủ ỷ ỉ : 



Ìimtu-V.) 


Dấu cùa L 


+00 


lim(u 11 v B ) 



Níu lim g(x) = 0 và g(x) ì 0 thì lỉm 


= + 00 


01 £(*) I 


• Nếu lim lf(x)l =+00 thi lim ■ ■■ ■ = 0 

Chú ỷ 2: Một số kết quẳ thường sử dụng 

• lim — - lim — = 0 

• lim -7 = lim - 1 - = 0 , vói mọi sô' nguyên dương k cho trước 

.. k y V. í+ 00 ,khi k chẵn 

• lim x k = + 00 ; lỉm(x k ) = < . ., , 

1 - 00 , khi k lẻ 


§5. CẮC KỸ THUẬT TÌM GIỚI HẠN 


I. Kỹ thuật tìm giới hạn dạng xác định 

Kĩ thuật ỉ. Áp dạng trạc tiếp định lý và qui tắc 


Thí dụ 1. Tìm các giới hạn sau 

.. - ^ ... X 2 -3 


a. lim (3x 2 -x + 5), 

x-*2 


b. lim -—7 
X +1 


Lời giải 

a. lỉm (3x 2 - X + 5) = 3.2 2 - 2 + 5 = 15 

L X 2 - 3 _ 4 2 -3 15 

b. lim—-— = ——— = ” = 3 

\-*4 x+1 4+1 5 


c, Iỉm(x- 

X—H 


'5x 2 +4) 
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c. lim(x -^Ỉ5x 2 ~+4) = 1 - >/ 5.1 + 4 =1-3 = 2. 

K-*l 


Thí dạ 2. Tim các giói hạn sau: 
2x 2 -5x + 2 


a. lim 

1 

X—»7 

2 


1 -2x 


b. lim 


X 2 +2x -8 


*-»-4 x'+4x 


Lời giải 


.. 2x 2 -5x + 2 
a. lim--- 

= lim 

(2x-l)(x-2) 

‘“1 l-2x 

1 

1 -2x 

2 

2 


b lim x2+2x ' 8 

= lim 

X-+-4 

(x-2)(x + 4) 

X ~*~ 4 x 2 +4x 

x(x + 4) 


= lim(2 -x) = 


X—► — 
2 


= lim 


X - 2 


»-y-4 X 


Lời bình ỉ: Giới hạn của hàm số' tại điểm X = a không phụ thuồc hàm sô' tại điểm 
ấy. Trong ỉhí dụ vừa nêu, hàm số có giói hạn mặc dầu tại dó hàm sô' không tồn tại. 


Thí dụ 3 . Tim các giới hạn sau: 

.. 4x-5 

a. lỉm ■ 

*-*-nK Z +5X“2 


b. lim 


x-1 


3x-2 Vx 2 + 5 


a. Ta có 1 


Lời giải 

í iim(4x -9) = —13 < 0 c 

|*™-1 . .. 4x -5 

_ => lim ■■ —- 

lỉm (7x 2 + 5x - 2) = 0 *-*-! 7x 2 + 5x - 2 

! M^-1 


= “00. 


lim(x “ I) = 1 > 0 


b, Ta có < 


x-*2 

lim(3x - 2yịx 2 + 5) = 0 

X-+2 


=> lim 


X — 1 


3x -2'Jx z + 5 


= + 00 . 


Thí dụ 4 (P> . Tim các giới hạn sau: 


a. limf(x) với f(x) = 

x-*l 


X - 3, khi X < 1 
X = -13, khi X = 1 


1 - *Jlx 2 +2,khi X > 1 
3x-2 


b. lim g(x)vớig(x)= ị 

x->-2 


. -,khìx <-2 

X +1 

X +10, khi X > -2 


a. Ta có > 


Lờigỉải 

lim f(x)= lim(x - 3) = -2 

x->r X—►]" 

_ lim f(x)= lim (ỉ -yỊlx 2 +2) = “2 

U-+1* x-vl* 

limf(x) = 


vạy lim f(x) = lim f(x) = -2 

X-H x-»r 
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{ .._, x _ .. 3x-2 

j lim g(x) = lim —-—~ = 8 

b. Ta có < X + I = 5 - Iimg(x)=8. 

!im f(x) = lim (X+ 10) = 8 ’"" 2 

fc K—►-2' 1 w-r 

Lời bình 2: Giới hạn của hàm số và giá trị của hàm sổ tại điểm lấy giới hạn có 
thể bằng nhau, có thể khác nhau (đố cũng là lẽ tự nhiên). Trong thí dụ trên: 
limf(x)* f( 1) = -13; lim 1 g(x) =g(-2) á8. 


Thí dụ 5 lP \ 


, w., ... ^ , ——r,khix<0 . . 

a. Tìm các giới hạn của hàm số g(x) = < X +1 tại X = 0. 


3x -2 


x +10, khi x>0 


x 3 + l 


b. Tìm m để hàm số h(x) = V X +1 * có giói hạn tại X = - 1 . 

mx 2 -X + m 2 ,khi X > -1 


Lời giải 

limg(x)= lim ^-^ = -2 

a. Ta có: < x “*° x-*0~ X +1 

lim g(x) = tim(x +10) = 10 

Thấy rằng lim g(x) * lim g(x) nên hàm số không có giới hạn tại X - 0. 
x-»tr x-riT 

X J + Í 

lim h(x) = lim ——- = lim (x 2 -x +1) = 3 

b. Ta có: ì X +1 


lim h(x) = lim (mx 2 -x + m 2 ) = m 2 +m + l 

\ 

Hàm số có giới hạn tại X = -1 khi và chỉ khi lim h(x) - lim h(x) 

*->r 

■» 3 = m 2 + m + 1 o m 2 + m-2 sOo|m = 1; m - -2} 

Lời bình 3. Mặc dầu hàm số xác định tại điểm X = a, nhưng giới hạn cùa hàm số 
tại điểm ấy chưa chắc đã tồn tại. Câu a) trong thí dụ trân muốn nổi vứri bạn điéu dó. 


Thí dụ 6 (p) , Tlm các giới hạn sau: 

.. 2x 2 -x + l , x^Sx + 3 .. 5 + x 

a. lim ~———-; b. lim —;— j —-; c. lim -— _ 

*-»-~x +2x + 3 *-» +w 3x +4x-l *^4 + 5x-2x 


Lời giải 

a. Chia c£ tử thức và mẫu thúdc cho X 2 , ta có: 

11 

2x 2 -X + 1 _ 2 x + x 2 _ 2-0 + 0 _ 2 

7x 2 + 2x+3 *-*-*'-, 2 3 7 + 0 + 0 7 

7 4 
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b. Chia cả tử thức và mẩu thức cho X 2 , ta có: 

lim ‘Ị- 5 ** 3 , - lim Hbặ = .im ì = ♦ 
*-»+" 3x + 4x -1 *- > * c0 , 4 1 *-»+* 3 

4 +■ “ ~ “2 

X X 2 

c. Chia cẳ tử thức và mẫu thức cho X 2 , ta có: 

_5_ 1 

5 + x _ 1t _. x 3 + x * 0 

*^-«4 + 5x-2x 3 *-♦-* _4_ + _5_ _ 2 -2 


5 + x _ 1t _. x 3 + x 2 0 

lim -— 3 ——- , = lỉm -r*—7“— = —= 0 

*^-«4 + 5x-2x 3 *-♦-* _4_ _5_ _ 2 -2 

„ 3 „ 2 

X X 

Nhắc lại: Để tính giới hạn tại vổ cực, bạn có thể chia cho luỹ thừa bậc cao nhất 
của X có trong mẫu thức. 


T!■ í #lat AỈ^Ỉ hnn nmit 


Thỉ dụ Tim các giới hạn sau: 

_X 4 -4x 

a. lim— - —y- 

*-** X +1 


. ,* l-9x + 4x 3 
b. lim—— 

*-»* 3-2x 


Lời giải 


v 2 4 

4 _ 4x X-- 

a. Ta cổ: lĩm x , 4X = lim- — = lim X 2 = 

X-M^o Y * _|_ 1 X-*+cO 1 

1 + —7- 

X 2 


__ .. x 4 -4x _ 2 _ 

Tương tự lim —-—■— = lim X = + 00 . 

X 2 4- 1 X-HO 


Thấy rằng: lim 


X+ 1 *-»■-* 

x 4 -4x .. x 4 -4x __ .. x 4 -4x 

lim —-—~~ = Um —-—■— = +00 => lỉm — 7 —= +00 

-» + * X +1 ^- a5 X +1 X +1 


J_9, , 

. 1 -9x + 4x 3 _ X 3 X 2 + x _ - V _ 

. b. Ta cổ lỉm —■ — - lim-—-- lim (-2x) = -co 

3 — 2x x->w 3 - X-*+« 

Tương tự lim = lim (-2x) = +CO 

1 -*-« 3 — 2x 

,,5 _l-9x + 4x 3 _ l-9x + 4x 3 * 

Thấy ràng lim —— j - 7 — * lim —■ 

3-2x 2 *-*-« 3-2x 2 

_ i: _ấ-9x + 4x 3 

lỉm — không tổn tại. 

3-2x 2 


. ofPl - . _„ .. 3sin2x + 2cos3x 

Thí dụ 8 () . (kẹp) Ttm giới hạn K = lim — “ ■ ■■ , —-—. 

2 x + 2 x +1 
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Lời giải 

. _ - _ , 12sin3x + 3cos2x I ^ ' 3 + 2 5 

Với mọi xeR có 0 < —■ • - - —- < _ V - ■ - — -r— -- 

2x 2 +2x + 1 2x 2 +x + 1 2x 2 +x + I 

5 __ .. !2sin3x + 3cos2xl _ . „ n 

Ta có lim —:-= 0 => lim- -- - = 0 => K - 0. 


«-** 2x + X + 1 


** 2x +2x + l 


II. Kĩ thuật tìm glứi hạn dạng vô định 


0 00 f(V\ [limf(x) = ±oo 

1. Dạng —,—: lim ~~, Irong đó lim f(x) = lim g(x) = 0, hoặc < 

0 00 *-»Ag(x) *-*& ' lim g(x) = ±00 

x-íA 


2. Dạng O.oo: lim [f(x)g(x)J, trong đó lim f(x) » 0, lim g(x) = ± 00 . 

X—*A X—Jt-*A 


3. Dạng oo-oo: lim [f(x)-g(x)l, trong đó 


lim f(x) = limg(x) = +00 

X-*A X-*A 

hoặc lim f(x) “ lim g(x) = -00 

X-*A x-vA 


(lim được hiểu á thay cho một trong các kí tự x 0 , X 0 , X 0 , + 00 , -oo) 

X -* A 

Để tìm giới hạn các dạng trên, bạn phảỉ khử dạng vô định. Các bạn theo dõi một 
sổ kỹ thuật thưòng dùng để khử dạng vố định trong mỏi thí dụ duới đây. 

Kĩ thuật 2, Khử nhân tử chung 


Thl dụ 9 ÍP) . (dạng 5). Tìm lim j + x ■ 

0 • *-*-•!-X 


Lời giải 

_ , .. l + x 3 _ (l + x)(l + x + x 2 ) l + x + x 2 ỉ 

Ta có: lim = lim—-— -;— = lim—-= --T. 

*-*-! 1 - x 2 ã-*- 1 (1 + X )(1 - x) *-*- 1 1 - X 2 


Thí dụ 10 ÍW . (dạng ^) Tỉm limL —r~r~r 
6 o' *“-2 x ? -3x + 2 


Lờỉgỉải 

- . .. 3x 2 +5x-2 _ (x + 2)(3x-I) .. 3x-l 7 

Ta có: lim— , = lim-—~~—= lim = . 

X 3 - 3x + 2 ^-2 (x + 2)(x -1) 2 x -^2 (x -1)2 9 


Thí dụ 11. (dạng O.oo) Tim lim(l -x),j , 

*-»T Vx’+2x-3 


Với mọi X > 1 ta có (1 - xL 


LỜI giải 

■ - 1_.___ 

x + 5 


X + 5 


X 2 + 2x-3 ~ (x ^(x-lXx + 3) 


(x-l) 2 (x + 5) 
f (X - l)(x + 3) 


(x-lXx + 3) 

x + 3 












Nên lim(l ~X)J —T~~~" =0. 

x4ì" V X 2 + 2x - 3 ' lí X + 3 

Kf thuật 3. Shán biểu thức liên hợp 


Hằng đẳng thức Liên hợp với a-b Liên hợp vói a + b 


a : - b 2 = (a - b)(a + b) a + b _ 

a 3 - b 1 = (a - b)(a 2 + ab + b 2 ) a : -ab + b 2 _ a 2 - ab + b : 

a 1 + b 1 = (a + b)(a : - ab + b 2 ) Ị Alỉcĩĩíiợp với B thì B liên hợp với A 


Thí dụ 12 . (dạng ~) Tim lim 


X 2 — l 


ta có 


0 3x 2 + 1 


Lời giải 

Nhân cả tử thức và mẫu thức với 2x - V3x " + 1 (biểu thức liên hợp cùa mẳu thtìc) 
, (x 2 - l)(2x -y/3x~ + ì) (x 2 - ỉ)(2x - 4xr~+ ỉ) 

Q ■ -- — -- “ ^ “ “ “ *” 

(2x + V3x 2 + / )(2x - ì Í3x 2 + /) 4 * - (3x ■ + i) 

. = 2x - vSTTT. 

X 2 — I 



Suy ra lỉm 


x 2 -l 


- lim (2x - V3x 2 + 1) = -4. 


lun- - =■ ~ unn^x-v^A 1 

[ 2x -h Vx 2 + 1 x —' 


Thí dụ 13 ,PÍ . (dạng ị ) Tim lim 2x . 

0 ""5 3-JĨĨ4 


Lời giải 


Ta có: 


V2x -1 - Vx -1 .. (>/2x-1 - Vx -l)0>/2x -1 + Vx - ĩ)(3 + Vx + 4) 

lim—-—- 7 === — = lim- 7 ====—-— f== — r~=r — y== - 

x^5 3-VX+4 *-* s (3-Vx + 4)(3 + vx+ 4)(v2x-l + Vx -1) 

_ 1: _2x(3 + ^T) _ c fet2x(3 + ^)l = 50>0'| 

= lim —-— -- = +00 VI 

*-* 5 3 - X lim(5 - x) = 0 

V- l*->5 J 

Thí dụ 14 <p> . (dạng 5) Tim lim-— — 

• “ e 0 4x 

Lời giải 

1; _l-Vl2x + l _ tl _ l s -(l2x + l) 

Ta CÓ: lim- 7 —-as lim- . -— 

*-»° 4 x J.vn 4 -5/1 ?Y 4 .1 xJ M?r + n 2 1 


4x[Ị + ỰĨ2X+T + V(12x +1) 2 Ị 

-3 -3 

= lim— _ r- - - - = T-T-7 =" 1 

*^°1 + Vl2x + 1 +V(12x + 1) : 1 + 1 + 1 
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XTA_ 1 * /t 1 x + 5 _ |(x-l)(x + 5) _ A 

Nên lim(I -x) v • ■ s= - lim J - -—- - 0. 


*-*■ V X + 2x - 3 »-»1 \ X + 3 

Kĩ thuật 3. Nhân biếu thức liên hợp 


Hằng đẳng thức 


a 3 - b 2 - (a - b)(a + b) 

a 3 - b J = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) ar -ab + b 2 _ I a 2 - ab + b~ 

a 1 + b 3 = (a + b)(a 3 - ab + b 2 ) A liên hợp với B thì B liên hợp với A 


Lién hợp vci a + b 


Thí dụ 12 <p) . (dạng -) Tim lim- ^=4_ 

0 2x +V3x 2 +1 


Lời giáỉ 

Nhân cả tử thức và mẫu thúc với 2x -V3x 2 +1 (biểu thức liên hợp cùa mẫu thúc) 

(x 2 -l)(2x-V3x" +1) <x 2 -l)(2x-VirTĨ) 

a co - L. Ĩ J. - "— "—--- ■ — = ----- 


(x 2 - l)(2x - V 3x” +1) (x 2 - l)(2x -Vx 2 +1’ 

tíl CO ■ ■■ ■ ■ - ị ~ ' 11 — " ” ^ ^ “ 

(2x*V3x : +1 )(2x-V3x 2 +1) 4x -(3x +1) 


= Ọr-ỊK& z^±Ì> = 2k-VĨ77Ĩ. 

X 2 — 1 


Suy ra lim- * - ^ = lim (2x - V3x 2 +1) = -4. 

w - l 2x + Vx 2 + l ' 


Thí dụ 13 (P) . (dạng 5.) Tim lim 2 * Ĩ^LỊ . 

0 ~3 3_VxT4 


Lời giải 

Ta có: 

.. V2x-1 - Vx-1 (V2x-1 “Vx-I)(V2x-1 Wx-l)(3 + Vx + 4) 

lim—-— —Ị ===== — — lim - ...""TĨ-— -— 7 =— /_ = ===== 

*-*í 3-Vx + 4 (3-vx + 4)(3 + vx + 4)(v2x-l+Vx-1) 

= iim w±£zh m « L |sp0+^>i-»><O 


a-»5 ;>-X 


Thí dụ 14 (P) . (dạng ^) Tìm lim 


lim(5-x) = 0 


. 1-Vl2x + 1 


0 *->0 4x 

Lởi giải 

, l-VŨx+ĩ I 3 -(I2x + 1) 


Ta có: iim-—~~ 
K-»o 4x 


_ Jj m _ * ’ */ _ 

^4x[Ị + ỰĨ2x+ĩ + ự(Ĩ2x+Õ 7 ] 

-3 -3 

= lim- - L = 

x ~*° ỉ + V12x + 1 + ì](\ 2x + l) 2 1 + 1 + 1 
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Kĩ thuật 4. Đổi biến 


Thí dụ 18 <p) . (Dạng 00 - 00 ) Tim giới hạn K = lim (Vx 3 + 3x 2 ->/x 2 -2x) 

X—M-at> 


Lời giảỉ 

Viết lại K= lim X 2/1 + —-Jl- — . Đặt —=y. 

X V X J X 

Khi X —*> 00 oy + 0, ta có: 

K - = , J !Ễ±Ezi _£pziì = , + 1= 2 

X -0 y y y ; 

Tóm lại: K = 2. 


Thí dụ I9 (P) , (Dạng ^) Tim lim * — ~—Ẵ . 


Lời già! 

Đặt X = t + 1 1 X 1 khi và chỉ khi t -> O t ta có 

.. V2x-1+Vx^2 Vl + 2t + VTÕ ÍVĨ + 21-1 ỰT^-1 

lim-——-- lìm-—-= lim --——--—-— 

*VĨ X — I *-*ĩ t ĨVÕ t t 


= I , i = JL 

” 2 + 5~ 10 



w V * V 

V2x-1+Vx^2 _ 7 

Tóm lại lỉm-—--= —. 

X — 1 10 


Thí dụ 20.(Dạng O.oo) Tim lim (5 - x)tan^. 

x-»5 10 


Lờỉ giải 

Đặt X = 5 - 1. Khi \ 5 <=> t — > 0. Ta có: 


_TT(5 — t) 

lim t.tan --- 7 -— 
(-Vo 10 


Tít 

1* 71 nO 1 :_ t 10,. 10 10 , 

= limt.tan = lỉm ——— = —-lỉm ■ = — • 1 

t-Võ 12 10 ) 1-*Õ ítt Jt 1 ^ 0 ' tit JE 

^ ỵ tan— tg— 

10 6 10 

_ I r\ 


Tóm lại: lim (5-x)tan^7 = — 

*-Vĩ 10 n 

Lời bình: Với mọi a * 0, bằng cách đặt X -a~ t, bạn có kết quả: 

.. , ^ nx 2a 

lim (a - x)tan-r— = —. 

*-*• 2a n 

III. Phương pháp gọi số hạng váng 

Bản chất khử dạng không xác định cùa bài toán tìm giới hạn là làm xuất hiện 
nhân tử chung để: 

* Hoặc là khử nhãn tử chung đưa về dạng xác định. 








* Hoặc là đưa về dạng “cơ bản”, quen thuộc 4ã biết rõ kết quả hoặc cách giát. 
Trong các bài tập khố, các hạng tử cấu thành nhốn tử chung thường thiếu váng. 
Để gỉẳi quyết bài toán, điểm mấu chốt là khôi phục các hạng' tử thỉếu váng đó. 
Việc khôi phục, gọi lại các hạng tử đó như thế nào, bằng cách nào, sẽ được trình 
bày trong ba phương pháp dưới đây. 

Kĩ thuật 5. Gọi số hạng vắng bằng hệ số bất định 
Thi dụ 21 m . Um lim ±1 

«-•' X 2 -1 


Ta cổ: lim 


Lừỉ giảỉ 

Vi-X 3 -Vx 2 +7 _ .. í Vs-x 3 -2 ựx 2 + 7-2 
X” I ™ x 2 — 1 x 2 -l 


x 2 -l 


,J_ Vs-X 3 -2 _ 1-x 3 

lim---— ỉim-— TI- - 

*"*' X -1 (X 2 -1KV5-X 3 +2) 


Vx 2 +7-2 

lim-7—— 

x 2 -l 


,, -(x 2 +x + l) 3 

= lim-- f , 1 — = -- 

^‘(x + lXVs-x 3 +2) 8 

x 2 -l 

_ Ịj m _ A 1 _ 

(X 2 - l)(ự(x 2 +7) 2 + 2 Vx 2 +7 + 4) 


= lim- 


*-»I ĩ /ív2 


(X 4 +7) + 


2 Vx 2 + 7- 


Thay(2),(3)vào(l)có: A = -^--Ịr s 
7 8 12 24 

Lời bình ỉ: Trong lời giải trên ta đã thêm bớt 2 vào tử thức cùa f(x). Đa câu hòi 
dặt ra: 

(1) . Tại sao phải có số 2? 

(2) . Tại sao lại là sổ' 2? 

(3) . Tìm số 2 như thế nào? 

Trả lời ba câu hỏi đổ ta có phương pháp giải loại toán này. 

* Trả lời câu hỏi ỉ: Số 2 là hạng tử đã bị xoá. Muốn giải, ta phải khôi phục nó. 

* Trả lời cau hỏi 3: Cách tìm sô' 2, thực hiện theo các bước sau đây: 

r,..-. r r. . _ í Vs-X 3 -c VX 2 +7-cỊ 

Bưék'1: Với mọt ceR, luôn có : /(x) = 1 —— -—-I 


X 2 — 1 


x 2 ~l 


- Bước 2: Trong các số c đó, ta tìm số c sao cho X 2 - 1 cùng có nhân tử chung với 

/|(X) = Vs-X 3 - c và / 2 (x) =: ựx 2 +7 - c. Điểu đó xẩy ra khi và chi khi c là 
nghiệm của tuyển: 
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lĩ-®-® r c =2 
ìí J , 0) ,r“ o íc = V6oc = 2. 

1«-»“® |c = 2 
_[f 2 (-l)=ìO L 

Đó cũng là câu trả lời tại sao lại là số 2. 

Qua thí dụ trên, chúng ta nêu lên thuật toán như sau: 

* Thuật toán 1: Giả sủ F(x) = có giới hạn dạng^ 

g(x) ' 0 

Bước ỉ: Phân tích /00 = ♦ MỊ1 z£. 

g(x) g(x) 

Bước 2 (Tìm c): Gọi ữ t ị\- 1; 2;...) là nghiệm của g(x) = 0. 

. ffì(oO + c = 0 

Khi đó c là nghiệm củahệ-T ^ (i=l;2;...) 

[f 2 (cLj)-c = 0 

Với c tìm được thì lim —--- - - và lim - sẽ hoặc là ding xác định, 

g(x) *-*®i g(x) 

hoậc là dạng quen thuộc. 

Sau khi tìm được c, việc trình bày lời giải như đã làm. 


Thí dụ 22. Tim lim 

*->0 


2-v/x+T — Vs—ÕT 


f \ > _ỉ ■> * 

LÒI giải 


Bước I: (Phân tích) VceR, luôn có: /(x) = 


2>/x"+T —c 


T * 6 


Bước 2; (Tim c). Nghiệm của mẫu thức là X = 0. 

\/Õ7[~c = 0 

Suy ra c là nghiệm của hệ < r õ <=> c = 1. Vậy 

J1 - c - 0 
V $ 


.2 . 2 f' ■1 » 

*-»ỏ X *-»> X *“*ĩ X 12 24 J 12 


-lim 

x~*ì 


Lời bình 2: Ở phương pháp 1, nhân tử chung được khử để đưa giới hạn vể dạng 
xác định, hoặc dạng quen thuộc, hoặc dạng "cơ bản”. 


Thí dụ 23 <p \ Tìm K = lim , —J=_ 

x ~*° vl + X sin 3x - Vcos2x 
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Lời giải 

Gọi A = yfỉ + xsin3x — -Jcos2x = (Vl + Xsin3x — 1)+(1 — \cos2x. ) 

vVl + xsin3x -ixvr+xsin3x +1) (1 - VcosíxXl + Vcos2x) 


+ xsin3x +1 


1 + V cos2x 


xsin 3x 


1 -cos2x 


+ xsin3x + l V cos2x 


lim” - lim 


X sin 3x 


^°x 2 x- * t \ x 2 0 + V1 + X sin . 


X sin 3x 

1 + Vl + xsin3x 
2sin 2 x ^ 

x 2 (l +VcõsỉxX 

ì ( sin 2 X 


2sin 2 X 


' CDS Zx 


.. ị sin3x 3 ì . .. í sin X 2 

= lim ———-===== + lim - ■ ' - ■. . ■ 

*"* 0 V 3x 1 + Vl + X cos3x J X I + Vccs2x ; 

, 3 , . , _ 5 
= + u = — 

2 2 

X 2 X 2 2 

=> lỉm -.. .... =—===== = lim * - = ị. 

VỈ +xsin3x-Vcos2x A 5 


Thí dụ 24 <P) . (Chúng ta trò ỉại bài này trong phương pháp hai bằng thí dụ 28). 
Tìm i im vĩT^-~vr^ " 

Ậ -+0 ^ 


Lòi giải 

_ . Vl +2x - Vl + 3x 1 f vi + 2x -1 VĨ + 3x “ ĩ Ỵ| 

Ta có: lim- —5 -= lim — ———-—-— 

*-*0 X 2 T-»0 x^ X X JJ 

= tjfn lí 2 _3_ì 

_x[Vl + 2x + 1 ự(l + 3x) 2 + Vl + 3x + lJ 

- ]im [1 2(V(1+3x) 2 + VŨ 3x + 1)- 3(Vl +2x + 1) 

(Vl + 2x + l)(ựo + 3x) 2 + Vt + 3x +1) 

V(Y+3x) 2 -1 | 2 Vì + 3x- 1 3 Jl + 2x-l 

= Ịi™ , x / x 

w0 (Vĩ+2x + l)<ự(l + 3x) 2 + Vl + 3x + 1) 

2<ựĩĩ ãr^i)j^kzi + 2 ^-L 3 ^-' 

» lim--í- 

(Vl + 2 x + l)(y(l + 3x) 2 + ựr+3x + 1 ) 

_ 2(1 +1). 1 + 2.1 -3.1 1 ..VĨ+2ÌĨ-ỰĨ+3X 1 

= —-— 7— —:—-— = , Tóm lại lim- —2 -- X 4 


= lim 

x -»0 


(1 + 0(1 + 1 + 1 ) 
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Kĩ thuật 6. Gọi sô'hạng vổng bằng tách bộ phận kép 


thuật 6. Gọi sô hạng vắng bằng tách 

í . . , 

Ap dụng cho dạng lim-—- “7 - 

*-w (x-a) 


{n, m, k là các số tự nhiên, 1 < k < min(n, m)} 

__ . . „ __ .. V8x 3 +x 2 + 6x + 9 -V9x 2 +27X + 27 

Thí dụ 25 <p) . Tim K -lim- 

• x-*0 


I_ 


LỜI giải 

Gọi A = Sx 3 + X 2 + 6x + 9 = 8x 3 + (x + 3) 2 A-(x + 3)- = 8x 3 
Gọi B = 9x 2 + 27x + 27 = x 3 -(x + 3) 3 => (x + 3) 2 -B = x 3 


Viết lại: K = lim 

x-»0 


VÃ -(X + 3) (x + 3)-ựẽ 


(I) 


X 3 X 3 J 

.. VÃ-(x + 3) .. A-(x + 3) 2 8x 3 _ 

Gọi Ki = lim-V-= Ịim \ - y™ ĩ rr 

X-+Ô X 3 *-^x 3 (Va+ X + 3) x- >°X (VA+x + 3) 

= lim 8 = 8 = 1 rt* 

x->0 (VÃ + X + 3) V 9+3 3 

Gọi K 2 = lim ^ X + 3 \~^ = lim 

V J X—►o „ 3 


( 2 ) 

_ (x + 3) 3 -B 

x 3 ĩ(x + 3) 2 + (X + 3)Vb + Vi 7 ] 


™ x’[(x + ỉ) 2 + (X+3 )Vb + m 

= [(x+3) 2 + (x+3)ựẽ + ì/?] 

_ ' = ' = -L . (3) 

■ 3 2 + 3^27+^ 9+9+9 27 

Từ(l),(2),(3)suyra:K = K 1 + K ỉ = | + i = ^.TÓmlạiK= p. 


Qua thí dụ trên ta rút ra thuật toan nhu sau:_ 

_ . Vf(x) . , _0 

• Thuật toán 2: Để tìm K= lim - vr — có dạng n 

{ n, m, k là các số tự nhiên, l < k < min(n, m) ì 
Ta biến đổi: 

H/fÕỏ-VsÕÕ _ qff|<x )+[h(*)ĩ" ~ h < x > * h(x)-ýg,(x) + [h(x)i n 

(x-a) k " (x-a) k (x-a) k 

f t (x) | g,(x) 

(x-a) k Q f (x) (x-a) k Q g (x) 
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(Qf(x), Q g (x) theo thứ tự là biểu thức ỉién hợp của q/f(x) - h(x), h(x) - Vg(x)) 

Suy ra K = lim --+ lim -—^-“1“— 7 . 

(x-a) k Q h (x) *-*• (x-a) k Q Ể (x) 


Thí dụ 26 (P1 . Tim giới hạn K= lim 

X-»Õ 


/cos2x - 2x - Vvi + 2x 2 -4x 


Lời giải 

Gọi A = cos2x - 2x = 1 - 2x + X 2 - X 2 - (1 - cos2x) = (ỉ - x) 2 - X 2 - 2sin 2 x 
A - (1 - x) 2 ss —X' - 2sin : x 

Gọi Bs*Vl + 2x 2 -4x 1 - 4x + 6x 2 - 4x 3 + X 4 - X 4 + 4x 3 -6x 2 - 1 + VT+' 
= ( 1 + x) 4 - X 4 + 4x 3 - 6x 2 - 1 + Vl + 2x 2 . 
o (1 + x) 4 - B = X 4 - 4x 3 + 6x 2 + 1 -Vl + 2x 2 

Viết lại K = lim í —~ (1 — + - ~ x) ,~ ^ ì (1) 

*->□ Y l Y i 


Gọi K, ~ lim 


VÃ-(l-x) A-(l-x) 2 _ -X 2 -2sin 2 X 


= lim——— -= lim—— 7 =- 

X 2 (VA + 1 - x) X 2 (VA +1 - x) 


- 1-2 


sinx 


= lim \ X J _ -1-2.1 _ _£ 

"" Ị— r —“ ^ * ( 2 ) 

xiõ (./a + i-x) ựĩ^õ + í-O 2 

x)-t/B _ (I-x) 4 -B 

= lìm-—- = lim—p--—-—-=r 

w0 x " ‘-V (1 -x) j +(1-x) 2 Vb+(1-x)Vb+Vb 3 


Gọi K 2 = lim ^ *\ ^ = lim — 

x->0 V “ x-"+0 2 


= lim 


= lim 

x-*0 


_ X 4 -4x 3 +6x 2 + 1- Vl+ 2x 2 

x 2 [(l - X) 3 + u -x) 2 VI + (1 -x)VI + VĨFj 
..2 ^ Vl + 2x 2 -1 

X -4x + 6 - -— Ỹ —- 

• _ ỊC _ 

|\l - x) 3 + (1 - x) 2 VI + (1 - x)VI + VĨF 

1444 = 4 ( 3 ) 

.1 + 1.1 + 1.1 4 


= 0-0 + 6-1 = 5 
1 +1.1 + 1.1 +1.1 4 c 

TDr(l), (2),(3) suy ra K = K t + K, = ị-ị=-ị. Tóm lại K =-ị. 

4 2 4 4 


Thí dụ 27< ,,) . Tìm K = lim 


(I + 2x)(l + X 2 ) - V(1 + 3x)(l + 3x 2 ) 







Lời giải 

Ta có: ..... , 

K, X' 

Gọi A-(1 + 2x)(I + x : ) = 2x 3 + (X + l) 2 => A-(x + l) 2 = 2x\ limA = I 
Gọi B — (1 — 3x)( I + 3x 2 ) = 8x 3 + (x + l) 3 => (x + 1 ) 2 -B = - 8 x\ lim B = 1 

x->0 

ỉ _ .. (VÃ-(X + 1). (x+0-Vbì 

Viết lại - 7 - = lim --t-—- + -— A: - (1) 

K 2 “h* X 3 X 3 ) 

,:„VÃ-(X + 1) _ t . A-(x + l) 2 2x 3 

Gọi I = lim —“—^- = lim——J=--= lim—— - 

K_ *° X *'*°x 3 (vA + x + l) >^x 3 (vA tx + 1) 

— lim— f=~ -- = 1 (2) 

(VÃ + X +1) 

Gọi J= - lim —_ + -* 

*-* 0 X x 3 [(x +1) 2 +(x+1)Ựb + Vb ĩ ] 

-8x 3 

“ lini __ Ị —— 

Ắ -*° x 3 [(x +1) 2 + (x + 1)VB + Vb 2 ị 

= lim-■—-——-=- = -- (3) 

[(X + IV + (x + 1)VẼ + Vb 2 ] 3 

Từ(l),(2),(3)suyra: -ị- =I + J=I-| = -| o K,= -§ 

K 'y 3 3 5 

Chủ ý: 

1. Biểu thức h(x) được nôi suy trong f(x), g(x). Việc phân tách bộ phân kép h(x) 
chỉ làm trẽn nháp, khồng cần trình bày trén bài làm. (Các bạn theo dỏỉ thí dụ 28) 

2. Các hạng tử của h(x) chứa số mũ từ 0 đến k-1 có mặt vừa vận trong các biểu 
thức của f(x), g(x). Đó là tín hiệu để gọi h(x). Cán biết rằng một vài số hạng có thể 
ẩn (bị trung hoà bởt các sô' hạng) trong f|(x), g,(x) [thí dụ (4), (6)]. 




—- - = lim ■ 


/(l + 2x)(l + X 2 ) -\/(l + 3x)(l + 3x 2 ) 
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= lim 

jr-+D 

_ _j_ + 


-1 + x + 3 

Vl + 2x + I + X (1 + x) 2 + (1 + x)Vl + 3x + V(1 + 3x) 2 
3 1 .. 1 






Tóm lại K = . 

2 l + I + I 2 2 

Kĩ thuật 7, Cọi số hạng vắng bằng tài hiện hệ thức cơ bàn 

.. Vl + ax -1 a 
lim--—--- — 


x-*0 


n 


(5) 


Thí dụ 29 (P) . Tim K = lim 


. (X 2 + Ỉ998)ựl-2x -1998 


x-*0 


Lời giải 

Biến đổi: 

(X 2 +1998)Vĩ - 2x -1998 _ (x 2 + 1998)ựí^2x -(X 2 +1998) + (X 2 +1998) -1998 


,2 . t rkno\ Vĩ-2* - 1 

= (x“+I998) ———-+ x 


K = lim 

rAÕI 


(x 2 +1998) 


\Ị\~- 2k -1 


+ x 


X 

3996 


= lim (x 2 +1998) ^ 2x 1 + limx 


= I998(-^) + 0 =- 

7 7 


Tóm lại K = 


3996 


Lời bình 3: Trong thí dụ trên, điểm mấu chốt là bót - thêm (x 2 + 1998) vào tử 

1 

thức làm xuất hiện nhân tử ———— dẫn đến sự thành công cùa lời giải. 

X 

Qua thí dụ trên, ta nêu lên thuật toán như sau : 

• Thuật toán 3: Giả sử F(x) = P ^ 1+ax+ M. Để tìm lim F(x), ta biến đổi: 

X x-»0 


F(x) = p(*wn^-pọọ + POO+QỌỌ = +FiW 

XX X 

/„a: e _ P(x) + Q(x) ^ 

(vổi F,(x) - — . ) 


Suy ra: lim F(x) s= — lim P(x) + lim Fj(x). 

x-*0 n X-M) x'~»0 

Hạng tử vắng ở đây là P(x), đã ”xưng danh”trong biểu thức giới hạn. 

Lời bình 4: Khác với phương pháp 1 , nhân tử chung trong phương pháp “Tái 
hiện hộ thức cơ bản” không giản ước. Khi tìm giới hạn, lim P(x) là một số xác định. 

Lời bình 5: Thông thường ẩn X ờ mẫu thức trong hệ thức cơ bản bị triệt tiêu khi 
F(x) có dạng thư ơng c ác căn thức, (xem Thí dụ 30) 

. u ỂẾ. L (j^) 

*k-?0 ^ 




x-í ị 
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Thí dụ 30 (p) . Tìm giới hạn A - lim 


Ị-y/ĨTx - V 8 -X -Vl-X 


Lời giảỉ 

Gọi tử thức là T, mẫu thức là M, ta cổ: 

T- vr^ỉ|ĩ+|í|ŨỊ-vr7 


- T =' /ĩ7ĩ r!rt-rfrĩ + rfrt 


y + 3 + v l + 3 


OT= Jl + Ì4Íl + ì(VŨ^-l) +y« + f + 




Ấp dụng cơ bản (5) có: lim — = -í- + -J— + —^7 + - 7 = 1 . 
F “-óx 1.2 2.3 3.4 4 

1 J e lim ’ " ^ 4 


__ ,._M 5 __ X »0 X _ 24 

Tương tự: lim — = . Suy ra: A = r = 

x-*0 X 24 j im M 5 

X -4Ô X 

c/ní ý: Chúng ta cũng sử dụng phương pháp này để tái hiện các “giới hạn 
bản-quen thuộc” còn lại được tích hợp trong các thí dụ về sau. 

Kĩ thuật 8 . Áp dạng các giói hạn cơ bản * quen thuộc 


Thí dụ 31 (P) . Tim các giới hạn sau: 


, . sin3x 

1 . lim " 

X-4Õ 2 x 


2. lim^ 

*-*0 sin5x 


Lòi gỉải 


. rr._ sin3x [ 3 sin3x ] 3 sin3x 3 3 

1. Ta có lim - lim = — lim ' = - •! = - 

Ì-4Ỏ 2x *“*õ^2 3x ) 2 3*-*õ 3x 2 2 

f sin{-x) ^ 

2. Ta có lim sln( ~^ = lim = ^-1 = ^ 

x -»0 sinSx X-4Õ 5 sin5x 5 5 
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Lời bình: Chứng minh tương tự với mọi a * 0,b * 0 ta có: 

sinax a sinax a 

lim ' = —, lim ' = —. 

X-+0 bx b *-+0 sin bx b 


Thí dụ 32 . Tim các giói hạn sau: 


t tan20x 
i. tim 
*-»0 1 lx 


_ „ tan9x 
2. lim —— 
tanóx 


I.ỜÌ giải 


1 ì; tan20x _ 20 tan20x 1 lx 1 20 . , 20 

»“»0 1 Ix 20x tanllxj 11 11 

^ tan9x v (9 tan9x 6x 9 . , 3 

2. lim 7 Sĩ lim - -— = V* 1 ■ 1 = 

*-*°tan6x 9x tanốx ) 6 2 

Lời binh: Chứng minh tương tự với mọi ab * 0 ta có: 

tanax a tanax a 
lim——- = —; lim——— - — 
bx b' *-*>tanbx b 


Thí dụ 33. Tìm lim 


l-cos3x 


%-*õ X 2 


Lời giải 


Ta có: lim -— c ° s ^ x = lim 

x - íO ’ X -+0 


2sin 2 ệ Q Linặ 

lim— Vi- = Vin, Vr 2 

i-*0 X 2 2 *-»õ 3x 


2 2 


1 cos ax a À 

Lời binh: Chứng minh tương tự với mọi a * 0 ta có: lim———— = -- 

V^õ V 2 2 


. 1-V2x 2 +1 


Thí dụ 34 . Tìm lim—-——-. 

*-*0 1-cosx 


Lời gỉảỉ 

.. 1-V2x 2 + l _ ..í 1- V2x 2 + 

Vietlại: lim——--= lim - —-ệ - 

x -»0 l-cosx *-*0 X 


1 -cosx 


Ta có: lim 

x -*0 


\-4lx 2 + 1 2 

m---=- 


2 X _ X 1 

= - V = -1, lim——-- lim - - = — , 

2 x-*>l-cosx *-»°2sin 2 x 2 


Thay vào (1) có lim^—— — ■ - * = “. 

*-*0 1-cosx 2 


^ 1-cosx.cos2x.cos3x 

Thí dụ 35. Tìm giới hạn K = lim-—p- 
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Lời giải 

Viết lại: t - cosxcos2xcos3x = (] - cosx) + (cosx - cosx cos2x) + 

+ ( cosxcos2x - cosxcos2x cos3 X) 

= (1 - cosx) + cosx( l - cos2x) + cosxcos2x( 1 - cos3x) 

„ fl-cosx I~cos2x „ I-cos3x^ 

=>K= Irn ---hcosx-—--+ cosxcos2x-r- 


*-»0l X X X 


Ta có lim 


2 

5 lim-— c< ?- a - x = ~,lĩmcosÒJC = 1 (a *0, b*0) 
*-»0 V 2 2 


ỉ 2 7 2 3 2 

SuyraKs — + {.=- + 1.1.^- = 7. 
2 2 2 


d 3 ! 3 

Thí dụ 36. Tìm giới hạn K = lim (cos — coscos —... cos “) 

;4® 2 '2 Z 2 3 2 n 


LMgiẳi 


a a a a 

Gọi A = tos—cos “ cos ... C0S“ 

2 2 2 2 J 2” 

Trường hợp ỉ: a = k2rt, ta có A = 0 => K = 0 
Trưởng hợp 2: a * k2ĩt, sin — * 0 

a 

sin 

Ta có: cos = ——— nên A được viết lại 

2 n ~ . a 

7 cĩn- 


. a ... a . a . a 

sin^ sin -fV sỉn-~ sin _-7-. . „ 

sina 2 2 2 2 2 2 1 _ s ' na 

2sinỊ 2sin-^r 2sin-^r 2sin-^— 2sin 2" sin 


Chú ỷ rầrig khi n ao thi —> 0 nên suy ra: 


u 

sina sina,. 2 n sina 
w ——-= —— lim —=— = —— 


»-» in • a 
2 sin — 


â n-»« . a 

sin~r 

2" 


Từ (ỉ) và (2) kết luận : K = 0, nếu a = k2n ; K - ——, nếu a * k2ít. 

a 


Thí dụ 37. Tim giứi hạn K = lim 



n-dấucẳn 
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LỜI giải 

_ r ~ </3 * 7t 

Gọi A| = v3 =2““ — 2cos _, 

2 3 . 2 ' 

A;= J2 + Aị = * 2(1 + COS— ^-) - .|2.2cos 2 ““ - 
^ V 3.2' V 3.2 


2cos ■ 


71 


A 3 - ^2 + A 2 — ^2(1 + COS^ ^ 2 ) “ ^2.2cos ^ ^3 
A 4 = -^2 + à; = ^ 2(1+ cos-j^j) = ^ 2.2cos 


= 2cos 

= 2cos 


3.2 

/t 


3.2 3 

71 

3.2 4 


A r ,= JĨ7ÃZ = ^(l + cos^) = J22coJj^ = ícos^i 
A„= 1/2 + A n _, = ^(l-cos^Ị) = ^sin 2 ^- = 2sin 3^r 

Chú ý rằng khi n ->• 00 thì " t -> 0 nên suy ra: 

3*2 

. 7t 

lim2”A„ = limC2"*'sin-ĩ-)= ^ .TómlạiK= 

»-^oo 3.2" 3 «-*• _7t_ 3 ■ 3 

3.2" 


Bài 9. Tim các giới hạn sau 

, Vx+T-Ví-x 2 

1, lim- ^-— 

X-»| X -1 

„ f: .__ v2xTĨ-Ựx 2 +1 

3. lim- ——- 

*->0 sinx 

5 íP) . lim 7 * 2 - -— 

x ^°v l + 7x 2 - Vcos4x 

Vx+3-V3x 2 +5 

7. lim- -- 

*-*» tg(x-l) 

íĩiT* 10 . Tính các giới hạn sau: 

98 y t-cos3xcos5xcos7x 

ìỉm -rr( 

. An 


3.2" 

BẰI TẬP 


2. lim 


X 3 + X 2 -2 


sin(x -1) 

4 <". Um 

*-»0 l-cos4x 

6- lim 

K-+0 Y J 


8 (P) . lim 


x ”*° aỊ\ + xsin"x - Vcos4x 


ỉ 10 . Tính các giới hạn sau: 

98 y t-cos3xcos5xcos7x. 

lỉm -—(- —~TZ -) 

•-"0 83 sin 2 7x 

, ,p, .. Vi"+2x + X 2 - 2cos2x - V 2 + 4 X + X 3 - >/l + 2x 2 
tr\ lim-— -7---* 

x-»0 X* 
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Bài II. Tìm các giới hạn sau: 


a. lim X 

X—M-00 


X + 2 

V X V X 


b. lỉm (ịf&x 3 + 3 x 2 - V 4 x 2 - X ì 

- Ằ-i-AoV / 


.,,p> .. sin3x + 2cosx 

Bàỉ 12' . Tim lim ' - — 

™ 3x +X + 13 


Vcosx -Vcosx 

Bai 13. a. Tìm lim 


â-* sỉn 2 x 


b. lỉm 


COSX 


- tan X ; 


.í 


c. lim , — cot X 

*-*õlsin2x 


(Đại học Luật Hà Nội, 88-49). 


D w , * .. 1 -cosx.cos2x.cos3x...cosnx , 1X 

Bàĩ 14. Tim Um--V--. (n là số tự nhiên) 

x-*0 


x-*0 

Bàỉ 15* Cho a * kít. Tìm các giới hạn sau: 

1. K = lim(—--+---+ •*• + ■ 


1 


4cos 2 Ị 4 2 cos 2 -^ 

2 2 2 

f \ _a Y ( 1 a f ( 1_a 

— tan— + ~tan— +...+ ---tan—- 

u 2) V2 2 2 J U n 2 n 


a 


4"cos 2 .-^- 

2" 


-) 


2. K - lim 

n-+ 00 | 


§6. HẰM $6 UÊN TỤC 


Định nghĩa 1 (hàm số Iién tục tại một điểm) 

Giả sử hàm số f xác định trên khoảng (a; b) và x 0 e(a; b). Hàm số f được gọi là 

liên tục tại đỉểm x 0 nếu 

lim f(x) = f(x 0 ) 

*-»*0 

Hàm số không lỈỀn tục tại x 0 được gọi là gián đoạn tại điểm x 0 . 

Định nghĩa 2 (hàm số liên tục trên một đoạn) 

a. Giả sử hàm số f xác định trên khoảng (a; b). Ta nói rằng hàm số f được gọi là 
lỉên tục trên khoảng (a; b) nếu nó liên tục tại mọỉ điểm thuộc khoảng đó. 

b. Giả sử hàm số f xác định trên đoạn [a; b], Ta nói rằng hàm số f được gọi là 
lỉẻn tục trẾn đoạn [a; bj nếu nó Hên tục khoảng (a; b) và 

lim f(x) = f(a), lim f(x) = f(‘b). 

x-*b' 

Nhận xét (*): 

• Tổng, hiệu, tích, thương của các hàm liên tục tại một điểm là hàm lièn tục tại 
điểm đố (trong trường hợp thương, giá trị của mẫu thức tại điểm ấy phải khác 0) 

• Hàm đa thúc và hàm phân thức hữu tỉ (thương của hai hàm đa thúc) lién tục 
trên từng tập xác định cửa chứng. 
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Định lí I: Các hàm số lượng giác y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx liên tục 
trèn tập xác định của chúng. 

Định lí 2 ĩ (giá trị trung gian của hàm số liên 
tục). Giả sử hàm số f xác định trên đoạn [a; bj. 

Nếu f(a) * f(b) thì vói mỗi số thực M nằm giữa 
f(a) và f(b), tổrí tại ít nhất một điểm ce(a; b) sao 
cho f(c) - M. 

Ý nghĩa 

Giả sừ hàm số f xác định trên đoạn [a; b] và M 
là số thực nằm gỉữa f(a) và f(b), thì đường thẳng 
y - M cắt đổ thị hàm số y = f(x) ít nhất tại một 
điểm có hoành độ C€(a; b). 

* ĐỒ thị hàm số liên tục là một đường liền nét. 

* Hệ quả: Giả sử hàm số f xác định trên đoạn [a; b]. 

Nếu f(a).f(b) < 0 thì tồn tại ít nhất một điểm ce(a; b) sao cho f(c) = 0. 

(Hệ quả là một dấu hiệu nhận biết hàm liên tục có nghiệm) 




Thí dụ 1. Xét tính liên tục của hàm số f(x) = • 





Lòfi giải 

.. x 2 -l 

Với mọi X * -1 ta có f(x) = “—-- o f(x) = X “ l 

x +1 

Jf(-l) = -2 

Tacó 1 lim f(x) = lim(x-l) = -2 

»->-1 

=> lim f(x) 5= f(-I) => f(x) là hàm sô'liên tục tại X = -1. 

_ ' _ ' _ 

Thí dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số f(x) = 1x1. 


0) 

0 = f(0) 

( 2 ) 

Thí dụ 3 (P) . Chứng minh hàm số f00 = V4 -3x - X 2 liẽn tục trẽn đoạn [-4; 1]. 


Tập xác định : R 


Lời giảỉ 


Ta có f(x) ss 


X, khi X <0 


[x,khi X >0 

=> Hàm số liên tục với mọi điểm X ít 0 (nhận xét) 
í lỉm f(x) = lim (—x) = 0 

Lại có f(x) = 0 và \ x ^°* ' ^ => lim f(x) = 

Ị lim f(x) = lim X = 0 
*-» 0 + 

Hàm số liên tục tại X = 0 
Từ (1), (2) kết luận hàm số liên tục trên R. 
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Lời giải 

Ta có 4 - 3x - x : > 0 <=> -4 <, X < 1 

Hàm sô' dã cho xác định trên đoạn 1-4; 1 ]. 

• Với mọi x 0 €(l; 4) ta có 

lim f(x) = lim Vĩ-ix - X 2 = /lim (4-3x -X 2 ) 

= ^4 -3x a -Xổ = f(x 0 ). (1) 

• lim f(x) = 0 - f( ỉ). (2) 

• lim f(x) - 0 = f(4). (3) 

*-»4‘ 

Từ (1), (2), (3) kết luận hàm số đâ cho liên tục trẽn đoạn [—4; I]. 


b. f(x) = 


Thí dụ 4 (P) . Tim các điểm gián đoạn cùa hàm số: 
I3x 

a. f(x) = '=■ b. f(x) = 

V4x 2 + 4x + 1 

V-l 

* 1 —-,khiO*x*l 

c. f(x)= ị X Ỉ -X 

Ị 2, khi X = 0 hoặc X = 1 


tanx 


, khiO* X * l 


a. Viết lại f(x) = 


Lởi giảĩ 

I3x 


/( 2 x + l ) 2 12 x +11 


Ta có Xo lă điểm gián đoạn của hàm số <=> 2Xộ + 1 = Oc>Xo = “ 

2 

X -- + kĩt 

b. Ta có Xo là điểm gián đoạn cùa hàm sô'« 0 2 

x 0 = -l 

c. Theo nhận xét (*) suy ra f(x) chỉ có thể gián đoạn tại X = 0 hoặc X = 1. 


x 2 -l 


* limf(x) = lim——- = lim 


Y 2 — 1 X + I _ 

*, = lim “- 7 - = 2 = f( 1 ) 


»-» l X -X *^'x (x-l) *-> l X 

■ X = 1 là điểm liên tục, không phải là điểm gián đoạn của hàm số. 

^ Ỷ Ị 

limf(x) = lim— 7 - = + co * f( 1) => X = 0 là điểm gián đoạn của hàm số. 

X-M) X—»0 x z 


Thí dụ 5. Xét tính liên tục cùa hàm số f(x) = < 2 


sin khi X ^1 
2 


x Ả -\ 

2(X-1) 


,khi X > 1 
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(ỉ) 


Lời giải 

Với mọi X * 1, ta có f(x) là hàm liôn tục (nhân xét (*)) 

r ' . KX 

lim f(x) ~ lim sin-^T -1 

Lại có f( 1) = sin - 1 và -1*"*' * - *’ 1 2 

2 Xf I 

lim f(x) - lim = I 
*~+r x-»i‘ 2 

lim f(x) = '1 = f( 1) => Hàm số lién tục tại X = I . 

X-M 

Từ (1), (2) kết luận hàm sồ liên tục trên R. 


( 2 ) 


Thí dụ 6 <p) . Chứng mình phương trình 3x 5 - X + 1 =s 0 có ít nhất một nghiệm 
thuộc khoảng (-1; 0). 

Lời giải 

Xét hàm số f(x) = 3x 5 - X + 1. Rố ràng f(x) !à hàm liên tục trên đoạn [“1; 0]. 

Lại có f(-l) = -1 <0, f(0) = 1 > 0. Theo hệ quả thì tổn tại ít nhất một điểm 
ce(-l; 0) sao cho f(c) ss 0 hay phương trình có ít nhất môt nghiệm thuộc khoảng 
(-1; 0). (đpcm). 


ax 2 + bx + 3, khỉ X < 1 

Thí dụ 7. Tìm a, b dể hàm số f(x) = < 5, khỉ x = 1 liên tục tại X = 1. 

2x-3b,khi X > 1 


Lời giảỉ 

Ta có: lim f(x) = lim(ax 2 + bx + 3) = a - b + 3, 

X-H X^r 

limf(x) = lim(2x-3b) = 2-3b 

x-»l* *-*\ + 

Hàm sốf(x) liên tục tại X = 1 <=> lim f(x) = limf(x) = f(l). 

x->r x-»t* 

. ía-b + 3 = 5 fa - 1 

Điều đó xảy ra khi và chỉ khi í ** _ _ c=> ị . 

7 [2-3b = 5 Ịb = -1 

Vậy (a = -b = 1) là cặp số duy nhất thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Thí dụ 8 <P) . Gọi g(x) — 1+ + +*" + ■” +— 

• D 2 2 2 2" 

íg(x), khi ỉ X l< 1 

: Xét tính liên tục của hàm số f(x) = r —— 

y5x-ì,khil.i‘l>l 


Lời giải 

x x 2 x " 

• Vởi Ixl < 1 ta có 1 + -- + ~ +... + ~ +... [à tổng của cấp số nhân lùi vô 
^ 2 2 2 







X 

hạn với U| = 1, q = ■“ nên g(x) - 


1 2 


\-~ 
2 


X 2-x ' 


Theo nhận xét (*) => g(x) là hàm số liên tục với mọi X mà Ixl < 1 
^ f(x) lién tục với mọi X mà Ixl < 1. (1) 

* Với mọi X, Xo mà Ixt > 1, lx 0 ! > 1 ta có: 

lim f(x) = lim V5x -1 = J5x 0 -1 = f(x 0 ) 

x-*x tì 

=> f(x) liền tục với mọi x, mà lxl>l. 

• Tại X = 1: 

*«D=g(i)=vn =2 


* lim f(x) = lim V5x -1 = v? = 2. 




limf(x) = limg(x) - lim 


X—► I 


X— >1 


. ! = 1 = 2 . 

ã-*ì' 2—X 1 
Tờ (3), (4), (5) => lim f(x) = lim f(x) * f(l) 

x->r X—>1' 

=> f(x) liên tục tại X = 1 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


( 6 ) 


Từ (1), (2), (6) kết luận => f(x) là hàm số liên tục trên R. 

BÀITẬP 

Bài 16. Xét tính liên tục của hàm số f(x) - V 4 -X* trén đoạn [-2; 2]. 

r 


Bài 17* Xét tính lién tục của hàm số f(x) = ị 


X +2 


X 2 -X -2 


, khi -1 * X * 2 


Bài 18. Xét tính liên tục của hàm số f(x) = 


1 

12 

Vl + 4x -1 


,khi x = -1 hoặcx -2 

, khi X * 0 


tại X = 0 


[ 2 . khi X = 0 


Bài 19. Tim a để hàm số sau đây là liên tục f(x) = j ax + x ^ * trên 

[x,x < 1 

Bài 20. Chứng minh phương trình X 3 - 3x + 1 = 0 có ba nghiệm phân biệt thuộc 
(- 2 ; 2 ). . 

Bàỉ 21. Chứng minh phương trình 2x 5 + 3x + 2 = 0 có nghiệm. 

Bài 22. Chúng minh rằng: 

Nếu 2a + 3b + 6 c = 0 thì phương trình atan*x + btanx + c = 0 có ít nhất một 
( ^ 

nghiệm thuộc khoảng k 7 t; -7 + kĩi 




) 
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